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Abstract 

We give a general setting for Cramer's large deviations theorem for the empir- 
ical means mA(n)0" of a field a of random vectors indexed by Z**, which contains 
Cramer's theorem for i.i.d. random vectors of [Pet lib) and Sanov's theorem for 
asymptotically decoupled measures showed in |Pfi02| . We add the notions of local 
control and local convex tension so that the general proofs in the i.i.d. case adapt to 
the asymptotically decoupled case. We obtain the standard weak large deviations 
principle for the sequence (mA(n)0")n^i and the identification between the entropy 
and the opposite of the Fenchel-Legendre transform of the pressure, s = —p*. 

Resume 

Nous etablissons un cadre general pour le theoreme de Cramer sur les grandes 
deviations des moyennes empiriques mA(n)0" d'un champ a de vecteurs aleatoires 
indexes par Z'', cadre qui contient le theoreme de Cramer pour des vecteurs alea- 
toires i.i.d. de |Petllb| et le theoreme de Sanov pour les mesures asymptotiquement 
decouplees montre dans [Pfi02j . Nous ajoutons les notions de contrdle local et de 
convexe-tension locale, de sorte que les preuves du cas i.i.d. s'adaptent au cas asymp- 
totiquement decouple. On obtient le principe de grandes deviations faible classique 
pour la suite (TnA(n)''")n^i ainsi que I'identification entre I'entropie et I'opposee de 
la transformee de Fenchel-Legendre de la pression, s = — p*. 

Remarque : La prochaine version de ce texte sera en langue anglaise. 



1 Introduction 

Le theoreme de Cramer (dans sa version la plus generale) concerne les grandes deviations 
des moyennes empiriques X„ d'une suite {Xn)n^i de variables aleatoires i.i.d. a valeurs 
dans un espace vectoriel localement convexe (cf. |Petllb| ). Le present texte etend la theo- 
rie de Cramer en relaxant I'hypothese d'independance. Nous importons ici les idees du 
cas independant dans le cadre propose par Pfister |Pfi02| . Son approche des theoremes 
de Sanov (au niveau 3, dans la terminologie de [E1185| ) pour les mesures de Gibbs met 
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en lumiere la sous-additivite sous-jacente, donnaiit un cadre general englobant les resul- 
tats precedents ( |Geo93| . mais aussi |DV75| pour les chames de Markov). Voyant, comme 
|Cer07[ chapitre 24], le theoreme de Sanov comme une consequence du theoreme de Cra- 
mer, nous generalisons done la theorie de Cramer pour les variables independantes au 
cadre asymptotiquement decouple de |Pfi02| . 

Le cadre contient le cas independant, notamment les versions de |BZ79| . de |Cer07| et de 
|Petllb| . La question de la mesurabilite des moyennes empiriques est resolue en consi- 
derant des tribus initiales (qui sont egales aux tribus produits dans le cas independant). 
Ensuite, nous completons I'hypothese de decouplage asymptotique de Pfister |Pfi02| (assu- 
rant un analogue de la propriete (SA) du lemme sous-additif 16 . 1 .2|) par une hypothese de 
controle local (pour avoir I'analogue de la propriete (C) de l6.1.2p et par la convexe-tension 
locale (analogue de la convexe-tension dans le cas i.i.d.). Les deux premieres hypotheses 
permettent done d'etablir un lemme sous-additif (ou plutot pseudo-sous-additif) duquel 
decoule le PGD faible, comme dans le cas independant. La suite de la demonstration est 
analogue a celle du cas independant. On notera toutefois qu'on n'a plus (BSc) mais une 
forme affaiblie. 

2 Cadre 

Apres quelques preliminaires, nous introduisons deux notions qui permettrons d'etablir 
un lemme sous-additif pour des champs non independants analogue au lemme clef sur 
lequel reposait la demonstration dans le cas i.i.d. : le decouplage asymptotique inferieur 
et le controle local. Ces deux notions correspondent, dans le cas i.i.d., aux proprietes de 
sous-additivite (SA) et de controle (C). D'autre part, I'invariance par translation sur le 
reseau Z'^ remplacera I'identique distribution. 

2.1 Espace des configurations 

Solent X un espace vectoriel reel, J- une tribu sur X stable par dilatation et translation 
et d un entier strictement positif. On appelle boite un sous-ensemble cubique de Z"^, 
autrement dit un translate de 

A(n) [0,n['^nZ'^ 

pour un entier n ^ 1. On notera B I'ensemble des boites de Z''. Si a G X^ et z G Z"*, on 
notera a{z) la coordonnee suivant z de cr. Pour tout A G B, on definit I'application 

mA : cr G X^" ^ 7^ cr(z) G X 

Pour tout S sous-ensemble fini de Z'^, on definit, sur X^ , la tribu Ts initiale pour les 
applications 

mA -.X^^^X 

ou A decrit I'ensemble des boites incluses dans S. La tribu J^s est done la plus petite tribu 
sur X'^ qui rende ces applications mesurables. Notons que, si Si C 5*2, alors J^Si C J^S^- 
D'autre part, si 5 G B et z G Z'^, alors J-s+z = {A + z; A & Ts} ou, pour tout A C X^ , 
A + z^ {(t(- - z); a E A}. 
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Remarque : Pour tout S sous-ensemble fini de Z"*, on a toujours I'inclusion T'^^ C J-s- 
Etant donne que J' est stable par dilatation, I'egalite a lieu si et seulement si I'addition 
vectorielle 

est mesurable. C'est le cas si T est la tribu initiale pour une famille (Ni, fi)i^i ou, pour 
tout i £ I, Ni est un espace vectoriel norme separable muni de sa tribu borelienne. Mais, 
etant donne que, pour tout A G B, nous allons nous donner une loi jointe sur J^a, et non 
simplement, comme dans le cas i.i.d., une loi sur qui permet de construire un |A|-uplet 
i.i.d., nous n'avons pas besoin de I'egalite J^®^ = J^^- 

Enfin, pour tout A £ B, on se donne une mesure de probabilite /iA sur J^a- On dira que 

(/^aJagb est un systeme compatible de probabilites invariantes par translation (s.c.i.t.) sur 
si : 

(COMP) pour toutes boites Ai et A2 de Z'' avec Ai C A2, on a : 

(INV) pour toute boite A de Z'^ et pour tout z G Z'^, on a : 

VA G Ja l^A+z{A + — A*a(^) 

Remarque : Dans de nombreux cas etudies (cas independant, mesures de Gibbs, chaines 
de Markov...), il existe une mesure en volume infini decrivant les interactions, i.e. une 
probabilite P sur X^ (c'est dans ce cadre que se place |Pfi02| V Dans ce cas, le s.c.i.t. 
(Ma)agb est simplement la famille des lois marginales de P sur les X^, pour A G B (les 
deux conditions (COMP) et (INV) sont bien verifiees). Cependant, il n'existe pas toujours 
de mesure en volume infini. Cependant, I'etude des grandes deviations ne necessite que 
les marginales fini-dimensionnelles. Nous avons done introduit ici la notion de s.c.i.t. 
pour avoir une hypothese minimale. Toutefois, la construction habituelle de mesures en 
volume infini (les mesures de Gibbs, par exemple) repose sur un systeme de probabilites 
conditionnelles compatible au sens de Dobrushin, Lanford et Ruelle (DLR), et non au sens 
de Kolmogorov comme les systemes que nous avons denommes s.c.i.t. Ainsi, au lieu de 
construire une mesure en volume infini avec un systeme DLR, puis de definir le s.c.i.t. des 
marginales associees, il est sans doute possible d'obtenir un principe de grandes deviations 
directement sur le systeme DLR de depart. D'autant que, dans le cas independant, le 
systeme DLR et le s.c.i.t. coincident. Ce sera I'objet d'un travail ulterieur. 

Etant donne un tel s.c.i.t. (/iA)AeB, on definit, pour tout A G B et pour tout A G J^a, 

P(A) = ^a(A) 

L'hypothese (COMP) assure que P{A) est bien defini pour tout A dans I'union des J^a ou 
A G B (c'est une mesure additive sur le clan engendre par les J'a, pour A G B). On definit 
egalement, pour A G B, A G et Q une sous-tribu de J^a, 

p{A\g) = M^IO) 
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et, pour A G B et Z : X"^ [—00, +00] une application J^A-mesurable dont I'iiitegrale 
contre //a a uii sens, 

E(Z) = j Z{a)dfiA{a) 

Si D est une partie de , on dira que {fJ,\)\£B est parte par D si. pour tout A G B, 
pour tout {A,B) G (^a)^, 

AnD ^ BnD =^ Ha{A) = fiA{B) 

C'est le cas si et seulement si, pour tout A £ M, ^\ est la loi d'un champ a a valeurs 
dans D (cf. cas i.i.d.). Comme dans le cas i.i.d., on fera souvent appel a cette description. 
Remarquons que a depend de A, mais nous ne preciserons pas cette notation. 



2.2 Decouplage asymptotique 

Soient X un espace vectoriel reel, une tribu sur X stable par dilatation et translation, d 
un entier strictement positif et {ij.a)a£B un s.c.i.t. sur X^ . Nous reprenons ici la definition 
de decouplage de [Pfi02] . Elle donne une condition de dependance faible entre ce qui se 
passe dans une boite et loin de cette boite. Explicitons. On notera dist la distance associee 
a la norme | • |oo sur Z'^. On dit que {ij,a)a&b est asymptotiquement decouple infer ieurement 
(a.d.i.) s'il existe deux applications g et c de N* dans [0, +oo[ telles que 

q(m) c(m) 

^0 et ^ 

TO |A(to)| 

et telles que : pour tout m ^ 1, pour tout sous-ensemble fini 5 de Z'', pour tons A G J'A{m,) 
et B G Fs, 

dist(S',A(TO)) > g{m) ^¥{Ar\B) ^ e-^(")p(A)P(B) 

On dit que (5,0) est un parametre de decouplage de (/XA)AeB- On verra par la suite que 
nous sufRrait I'inegalite pour des A ei B convexes mesurables particuliers. En effet, on 
aura seulement besoin de : pour tout fc ^ 1, pour toutes boites Ai, A^ de Z"* de taille 
TO et telles que, pour tous 1 ^ i < j ^ fc, dist(Ai,Aj) > g(n), pour tous Ci, ... , Ck 
translates de convexes internes, 

(fe \ fe 

i=l / 1=1 

Mais, en pratique, I'inegalite de decouplage sera verifiee pour tous les A et i? mesurables. 



2.3 Controle local 

On reprend les notations de la section precedente. Si C est un convexe de A", sa jauge (ou 
fonctionnelle de Minkowski) est I'application Mc : X — > [0, +00] definie par 

Vx G X Mc{x) = ini{t ^ 0; x G tC} 

On dit que C est interne si sa jauge Mq est finie partout et si 

C = {xC,X; Mc{x) <1} 
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L'ensemble des convexes internes est Fensemble des convexes, voisinages ouverts de pour 

unc ccrtainc topologie localcmcnt convcxe sur X. On note Cq{!F) l'ensemble des convexes 
internes mesurables de X. On veut maintenant definir une condition de controle de chaque 
site conditionnellement au reste de la configuration. Soit (/UA)AeB un s.c.i.t. sur X'^ . On 

dit que (/iA)AGffls "^st controle localement [c.l.) s'il existe deux applications t et a de Cq{T) 
dans ]0, +cx)[ telles que : pour tout C £ Cq{T) et pour tout A G B, 

P(a(0) e t{C) ■ C|7-A\{o}) > a{C) 

On dit que {t,a) est un parametre de controle de (/^a)agb- Comme pour Ic dccouplage 
asymptotique inferieur, on pourrait se contenter de I'inegalite pour des conditionnements 
par des ensembles A de la forme 

k 
i=l 

avec Ai, A^ boites disjointes de Z'' \ {0} et Ci, ... , Ck translates de convexes in- 
ternes. Encore une fois, en pratique, I'inegalite de controle sera verifiee pour tous les 
conditionnements A mesurables. 

2.4 Espaces vectoriels localement convexes mesurables 

Etant donne que Ton n'a pas de probleme de mesurabilite des applications ttia (contrai- 
rement au cas i.i.d.), on etend la notion d'espace vectoriel localement convexe mesurable 
precedemment definie. Soient X un espace vectoriel reel, une tribu sur X stable par 
dilatation et translation. On suppose qu'il existe une famille Co de parties de X telle que : 

(EVLCMi) pour tout C G Co, C est un convexe interne mesurable {i.e. Co C Co(J^)) et 

symetrique ; 

(EVLCM2) Co est stable par intersection finie et par dilatation de rapport non nul, et 
I'intersection des elements de Co est reduite a {0} ; 

Alors, Co est un systeme fondamental de voisinages de pour une unique topologie loca- 
lement convexe (separee) r. Si, de plus 

(EVLCM3) toute forme lineaire continue sur X est mesurable, 

on dit que {X,Co,J^,t) est un espace vectoriel localement convexe mesurable [e.v.l.c.m.). 

Remarque : On a supprimc deux hypotheses : on n'imposc plus la scparabilitc de la 
topologie localement convexe engendree par C G Co ; et on ne demande pas que T soit 
engendree par les translates des elements de Co- 

On definit la notion de limite projective d'e.v.l.c.m. Soient X un espace vectoriel reel, T 
une tribu sur X stable par dilatation et translation, et 

une famille telle que 

(PROJi) les indices i et j decrivent un ensemble {J, ^) preordonne filtrant a droite; 
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(PROJ2) pour tout i (z J, {Xi,Co^i, J-i,Ti) est un e.v.l.c.m., fi une application lineaire 
mesurable de X dans Xi et, pour tout € tel que i ^ j, fij est une application 

lineaire, continue et mesurable de Xj dans Xi ; 

(PROJ3) pour tout k) G tel que i ^ j ^ k, on a /f; = idxi, 

fi = fi] ° fj et fik — fi'j O fjk 

On dit alors que X est un systeme projectif d'espaces vectoriels localement convexes me- 
surables. De plus, si Ton note 

C^ = {f-\Ci)-ieJ,C,eCo{Ti)] 

et T la topologie localement convexe engendree par Co, Cq, J^, r) est un e.v.l.c.m., 
appele limite projectiv^ du systeme projectif d'e.v.l.c.m. X . 

3 Theorie de Cramer pour des champs asymptotique- 
ment decouples 

Dans toute cette partie, (X^Cq, T,t) designe un e.v.l.c.m., d un entier strictement positif 
et (/iA)AGB un s.c.i.t. sur X^ . Pour tout x £ X, on note 

C,^{x + C;CeCo} 

et, pour tout n ^ 1, 

= A^A(n) O (TnA(„)) 

On dira que (/i„)n^i est la suite de Cramer associee au s.c.i.t. (/iA)AeB- Si D est une 
partie convexe de X et si (/xa)agb est porte par , alors, pour tout n ^ 1, /i„ est une 
probabilite portee par D, au sens ou, pour tout (A, B) G J-"^ , 

Add = Br\D ^ /i„(A) = /z„(s) 
3.1 Entropie et pression 

On appelle entropie de {fJ.n)n^i la fonction s definie par : pour tout x G X, 

s{x) ■.= s{x) := inf liminf j log^„(C) 
ceCcc n^oo \A(n)\ 

On dcfinit egalement Ventropie superieure de (/i„)ri^i par : pour tout x E X, 

s(x) := inf limsup ] log/^„(C) 
cec, „^oc |A(7i)| 

Par construction, I'entropie s est la plus grande fonction verifiant la borne inferieure : 

^Au niveau des ensembles, cette definition de limite projective d'ensembles est un peu plus generale 
que celle de |Bou66l III.51.] 
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(Bl) pour tout Ae J^, 

liminf log/i„(A) > sups 

n^oo \A{n)\ o 

On dit que (/in)n^i verifie un principe de grandes deviations (PGD) si la borne superieure 
suivante est verifiee : 

(BS) pour tout AgJ^, 

lim sup log Un (A) < sup s 

n^oo |A(n)| ^ 

De maniere generale, (BS) n'est pas verifiee pour tous les mesurables. Si P designe un 
ensemble de parties mesurables de X, on definit la version restreinte de la borne superieure 
suivante : 



(BS-p) pour tout AgV, 



lim sup j log Un {A) < sup s 

n^oo |A(n)| ^ 



En particulier, si D est une partie de X, on notera : 

(BS|,^£)) pour tout K £ tel que K (ID soit relativement compact, 

lim sup I log Hn{K) < sup s 

n^oo |A(n)| 

Si (Mn)n^i verifie (BSb.x)j on dit que verifie un principe de grandes deviations 

faible (PGD faible). On appelle pression de (/u„)„^i la fonction p definie par : pour tout 
A G X* (mesurable, par hypothese), 

p{X) := limsup -i^ log / el^(")l<^l^>d/x„(x) 
n^oo |A(n)| J 

3.2 Enonce des resultats principaux 

Si {nA)AeK est un s.c.i.t. et si D est une partie de X, on dit que {fJ,A)AeK est convexe-tendu 
localement sur D {c.t.l. sur D) si, pour tout 7 > 0, il cxiste K{'y) e T tcl que i^(7) fl D 
soit convexe relativement compact et tel que, pour toute boite A contenant 0, 

P(a(0)ei^(7)|J^A\{o}) >l-7 

Theoreme 3.2.1. Soient {X,Co,T,t) un e.v.l.c.m., d un entier strictement positif, D 
une partie convexe de X , (/Ua)a6B un s.c.i.t. sur X^ parte par D"^ , et {fin)n^i lo, suite 
de Cramer associee. Si (/XA)AeB est a.d.i. et c.L, alors 

• (/^ri)n>i verifie (BSj /j); en particulier, (/U„)n^i et {fj,n\D)n^i verifi,ent un PGD faible ; 

• la pression de (yU„)„^i est definie par 

VA G X* p{X) = lim ^^log / el^(")l<^l^>d/x„(a;) 
n^oo \A(n)\ J 

et verifie 

VA G X* yxeX p{X) - s{x) > (A|a;) 
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• si, de plus, (/iA)AgB est c.t.l. surD, alors I'entropie est I'opposee de la convexe-conjuguee 
de la pression, autrement dit 

\fxeX s{x) = (p(A) - (A|x)) 
Si / est une application de X dans un ensemble E, on definit 

f'■.{ai^))^_^^,eX-'^im^)))^_^^,eE-' 

Le theoreme precedent s'etend aux limites projectives en utilisant le theoreme suivant 
(dont on trouve une demonstration dans [Petllaj ) : 

Theoreme 3.2.2 (Dawson-Gartner lineaire). Soient X = {Xi, fi, fij)(^i j^^j2 un systeme 
projectif d'espaces vectoriels localement convexes mesurahles et {X,Co, J-,t) sa limite 
projective. Soient (/iA)AeB un s.c.i.t. sur X^ et (/x„)„^i la suite de Cramer associee 
d (MA)AeB- Notant s (resp. Si, s, Si, p, pi) I'entropie de (^n)n^i (resp. I'entropie de 
(Mm ° fi~^)n^i, I'entropie superieure de {Hn)n^i, I'entropie superieure de (/^„ o f^^)n^i, 
la pression de {nn)n^i, la pression de {fin o fi~^)n'^i), on a : 

s = inf {si o fi), s = inf (si o fi) et - p* = inf (-p* o /j) 

En particulier, si, pour tout i (£ J, Si — Si, alors {fJ.n)n^i verifie (BS[,,£))- de plus, 
pour tout i G J, Si — —p*, alors s — — p*. 

Theoreme 3.2.3 (Limites projectives). Soient X — {Xi, fi, fij)(^i j)^j2 un systeme pro- 
jectif d'e. v. I.e. m. et {X,Co, J-,t) sa limite projective. Soient d un entier strictement positif 
D une partie convexe de X , (/iA)AeB un s.c.i.t. sur X'^ porte par et {fj,n)n^i la suite 
de Cramer associee. Si, pour tout i d J , (/iA ° (/f )~^)AeB est a.d.i. et c.L, alors 

• (/^n)n^i verifie {BS\, jj) ; en particulier, (/i„)„^i et (/i„|D)„j.i verifient un PCD faible ; 

• la pression de {fin)n^i est definie par 

VA e X* p(A) = lim ^r^log / el^(")l<^l^>dA^„(x) 

|A(?i)| J 



et verifie 

VA G X* yxeX p(A) - s{x) ^ {X\x) 

• Si, de plus, pour tout i £ J, (/ka o (/^^ )~^)agb est c.t.l. sur fi[D), alors I'entropie est 
I'opposee de la convexe-conjuguee de la pression, autrement dit 

\/xeX s{x) = mi^ (p(A) - (A|a;)) 



3.3 Exemples d'applications 

Le cadre defini ici contient la theorie de Cramer dans le cas independant de [Pet lib) et 
le cadre de |Pfi02| . En particulier, on a done le PGD faible et I'egalite s = —p* dans 
le cadre de la theorie de Cramer dans les espaces de Banach separables, ainsi qu'en 
topologie faible, et dans le cadre du theoreme de Sanov. D'autre part, pour les champs 
non independants, la theorie developpee dans ce chapitre s'applique immediatement aux 
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exemples mentionnes dans |Pfi02| (champs de Gibbs, chaines de Markov, etc.) pour les 
principes de grandes deviations de niveau 2 ou 3 (dans la terminologie de |E1185| ). car la 
relative compacite assure le controle local et la convexe-tension locale. Pour les resultats 
de niveau 1, le controle local est verifie notamment si rj prend ses valeurs dans un compact 
ou si 7/ est a.d.i. avec g{l) — 0. 

4 Retour sur les hypotheses et complements 

Dans toute cette partie, [X, Co, J^, t) designe un e.v.l.c.m., d un entier strictement positif 
et (/iA)AGB un s.c.i.t. sur . Pour tout x G X, on note 



la suite de Cramer associee. 

4.1 Partition adaptee de Z'^ 

Nous decrivons, dans cette section, une partition des sites de Z"* adaptee au decouplage 
asymptotique (nous reprenons la construction de Pfister). Soient m et n deux entiers tels 
que n ^ m ^ 1. La division euclidienne de n par m + g(m) s'ecrit 



On pave (pas completement) A(n) avec q'^ boites isometriques a A(m + g{m)), que Ton 
note A'j,, pour k S [l,?**]- Puis, pour chaque fc, on note la boite isometrique a A{m) 
dont le plus petit element pour I'ordre lexicographique usuel de 'E'^ — le "coin en bas a 
gauche" — coincide avec le coin en bas a gauche de A'j, . Soit enfin 



I'ensemble des sites marginaux. Les boites A^: dependent de n et to : ces indices seront 
sous-entendus. 



C^^{x + C-C eCo} 



et, pour tout n ^ 1, 





So = A{n) \ y Afe 



k=l 
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g{m) 





A(n) 



On notera que la distance entre deux boites Afe distinctes est superieure a g{m), ce qui 
permet d'utiliser le decouplage asymptotique et d'enoncer : 

Proposition 4.1.1. Pour tout fc G {1, . . . , q"^}, soit fk-X^ [—00, +00] mesurable. On 
a : 

( \ . 

\k=l j k=l 

Demonstration : On applique q'^ — 1 fois I'hypothese de decouplage asymptotique infe- 
rieiur : 



, fe=l 



,/fc(mA (ct)) _ 



[ ¥(yke{l,...,q'^} e^'-'-'^^ki'^')') > tk) 

Ai,...,t,d^o ^ ^ 

g-g''c(m) E^e-^fc(mAj<7))~j 



□ 



Proposition 4.1.2. Soit / : X — > [—00, +00] une application mesurable. On suppose 
qu'il existe j3 et C & Cq{T) tels que 

{x&X; f{x)^ P}^t{C)-C 

Alors, en notant 5 = Ai U ■ • • U Agd, 



\zeSo 



Si, de plus, (/XA)AeB est porte par D"^ et c.t.l. sur D, et si^ ^ a{C)/2, alors 



\So\ 
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Demonstration : Soient zq € So et Si = S U {So \ {^o})- On a : 



/ \ zeSo\{zo} 



\zes„ 

Or, Tinegalitc do Tchcbychcv donne 

Poursuivant par recurrence, on obtient le premier resultat. Quant au second, il sufEt 
d'adapter la preuve precedente ainsi : 

E(e/W-o))l,(,„)g^(^)|j-5j ^ e^V{a{zo) G (i(C) • C) n i^(7)|^sO ^ e^a(C)/2 

et de continuer par recurrence. □ 

Notons 

n - 1 



!A(n)| 

la proportion de sites marginaux dans A(n). Un petit calcul donne 



' * -- ' ' TO + 5(to) / V " w + / 



>CXD 



Remarquons que, pour que Pm,n puisse etre rendu arbitrairement petit, il faut que le 
second terme de la derniere parenthese tende vers avec to, ce qui equivaut a 

TO 

L'hypotheso faitc sur g permet done que la proportion de sites marginaux soit asymptoti- 
quement negligeable. Ainsi I'hypothese de controle local s'averera sufRsante pour controler 
les sites marginaux. 

4.2 Convexe-tension locale 

On rappelle que, si (/xa)a6B est un s.c.i.t. et si D est une partie de X, on dit que (/UA)AeB 
est convexe-tendu localement sur D [c.t.l. sur D) si, pour tout 7 > 0, il existe K{'y) e T tel 
que K{'y)f\D soit convexe relativement compact et tel que, pour toute boite A contenant 

0, 

P(a(0)eK(7)|7-A\{0}) >l-7 
En particulier, passant aux esperances, on voit que la loi fix de cr(0) est convexe-tendue 
sur D (au sens entendu dans le cas i.i.d.). Plus generalement : 

Proposition 4.2.1. Si (/Ua)a6B est c.t.l. sur D, alors, pour tout n'^ 1, fin est convexe- 
tendue sur D. Plus precisement, 

lim /x„(K(7)) =1 
7^0+ 

Demonstration : Soient n e N et 7 > 0. Soit K = K{-y/n'^). Alors 

/x„ {X\K)^ /.A(„) e A(n) a{z)GX\K)^ n'^fi, {X\K)<j □ 
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5 Demonstration des resultats principaux 



On garde les notations introduites dans la partie precedente. Sachant que, dans la partie 
Enonce des resultats principaux, le theoreme sur les limites projectives est consequence 
du premier et du theoreme de Dawson-Gartner lineaire, on donne uniquement la demons- 
tration du premier. 



5.1 Entropie 

Theoreme 5.1.1 (lemme sous-additif). Si (/iA)AeB est a.d.i. et c.l., alors, pour tout 
X £ X , pour tout C & T convexe contenant un convexe B G Co{J-) et pour tout e > 0, il 
existe M{e) G N tel que, pour tous n ^ m ^ M{e), 

1 1 dm) 

-— --log/x„(x + (1 + e)C) \ogiim{x + C) - —— + p,n.nloga{B) 

Demonstration : Quitte a travailler sur les champs {u{z)—x)z(£Z'^, on se ramene a a; = 0. 
Soient C € T convexe contenant un convexe B £ Co{J^) et m,n 6 N* avec m ^ n. La 
sous-additivite et la R+-linearite de Mc montrent que 

1 1 



D'ou, pour e > 0, 
1 



l^^^^|logM„((l + £)^?) 



^logP(Mc(mA(„)(a)) < 1 + 
— logPyzeS-Q p m.n 

McMz)) <e; 
(n)| V . V / 

Vfce[l,<z'^] Mc{m!,,{a)) 



^ n exp(<5B,(a(z))) ^ exp (5c(mA, (a))) 

oil on a note 5 = Ai U • • • A^d, B\ = {e/ prn,n)B et 6bi = ^oo^x\Bi - Compte tenu de la 
majoration de pm.n donnee dans la section precedente, il existe M(e) e N tel que 

V(m, n) eN'^ n^m^ M (e) ^— ^ t{B) 

Pni,n 

Alors, pour ?i ^ m ^ (e), la proposition 14 . 1 . 2| avec /3 = 0, permet de minorer I'espe- 
rance conditionnelle et d'obtenir 

1 I 1'^ 

|^^^log^„((l + £)C) ^ p,„,„loga(B) + i^^^logE I J|exp((5c(mA,(CT))) 
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Puis la proposition 14.1.11 donne 



logAi„((l + e)C) ^ pm,n loga(B) - + -i^ log f[ e( exp ((5c(mA, (a)) 

|A(n)| \A{n)\ \A{n)\ ^J-^ V 



^ p™,„loga(S) - . + -— --log^„(C) 
|A(m)| |A(m)| 



ou on a utilise le fait que 



\A{n)\ |A(m)| ^ |A(m)| 
et I'invariance par translation. □ 

Remarque : Intuitivement, on a d'abord fait en sorte que I'ecartement entre les petites 
boites soit suffisamment petit devant la taille de ces boites. Puis, on a pris sufHsamment 
de petites boites pour que la proportion occupee par elles dans une grande boite soit assez 
grande. Au final, on obtient une sous-additivite asymptotique entre les petites boites et 
la grande. 

Corollaire 5.1.2. Si (/iA)AeB est a.d.i. et c.L, on a I'egalite s — s. 

Demonstration : Prenant, dans I'inegalite du theoreme precedent, et pour C G Co, la 
limite inferieure en n, puis la limite superieure en m, on obtient 

liminf j log^i^ix + (1 + e)C) > limsup / log^„,(a; + C) 

n^oc |A(nj| m-Kx lA^mjl 

Reste a prendre I'infimuin en C £ Cq pour conclure. □ 

Proposition 5.1.3. L'entropie s est semi- continue superieurement et concave. 

Demonstration : Elle est analogue a celle dans le cas i.i.d. Montrons la semi-continuite 
superieure. Soient t G K et a; e X tels que s{x) < t. II existe C £ Cx tel que 

liminf j log /i„(C) < t 
n^oo |A(n)| 

Alors, pour tout y £ C, 

s(y) < liminf j log p„{C) < t 
n^oo |A(n)| 

done X E C C {s < t} et {s < t} est ouvert. Pour la concavite, il sufHt alors de prouver 
que 

x + y\ ^ s{x) + s{y) 



La semi-continuite superieure permet alors de passer des inegalites 
s((l — u)x + uy) ^ (1 — u)s{x) + us{y) 
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pour u dyadique a celles pour u G [0, 1]. La preuve est un raffinement de la demonstration 
du lemme sous-additif (|5.1.ip . Soit C e Cq. Par continuite des applications d'espace 
vectorial, pour tout e e]0, 1[, il existe Cx G Cx et Cy G Cy tels que 



Ic^ + ^Cy c ^{x + y) + {I - e)C 



Puis 



■logAin ( + + C 



|A(n)| \ 



Pi {mA,a eCxjn p {mA,f7 e ] 

pair q impair / 



q p, 

En poursuivant comme precedemment, on obtient 

lim inf j log /i„ (l:{x + y) + C 
n->oo |A(n)| \2 

^ i ( liniinf j \ogHn{Cx) + liminf ^ log^„(C^: 

puis I'inegalite desiree en passant a I'infimuni en C G Cq. □ 

Pour achever la demonstration du PGD faible, on montre un resultat un peu plus fort. 
On etend I'addition a [— oo, +00] via 

—00 + (+00) = +00 

Si / est une fonction de X dans [—00, +00], on dit que / est semi-continue superieurement 
si, pour tout t G [—00, +00], I'ensemble 

{xeX;fix)<t} 

est un ouvert de X. Pour toute fonction / : X — s> [— cx),+oo], on note /* sa regula- 
risee semi-continue superieurement, autrement dit la plus petite fonction semi-continue 
superieurement qui soit superieure a /. 

Theoreme 5.1.4 (Varadhan compact). Soit D une partie convexe de X. On suppose 
(ma)agb a-d.i., c.l. et parte par . Pour toute fonction mesurable f : X ^ [—00, +00] 
et pour tout K €z J- tel que K n D soit relativement compact, 

limsup-i-logE(el^(")l/(-A(")(-))U,,„,(,)eA') sup[r + 5] 
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Demonstration : Soient K E J- relativement compact, (5 > et M < 0. Par definition 
de /*, pour tout a; G X, il existe C{x) £ Cx tel que, pour tout y £ C{x)^ 

fiy)^ma^{f'{x)+S,M) 

Par definition de s(x) = s{x), quitte a reduire un pen C(a;), on peut supposer que 

limsup — log fin{C{x)) ^ max {s{x) + S, M) 



Du recouvrement de K (1 D par les C{x) avec x G KOD, on peut extraire un sous- 
recouvrement fini, note {C{xi); i G {1, . . . , r}}. Pour tout n ^ 1, ayant clioisi a a valeurs 
dans D^'' , on a : 

\A{n)\ ^ r lm,(„,MGi^J 

Prenant la limite superieure en n et utilisant le lemme 16.2.11 on obtient : 
limsup -i-logE(e'^(""/(--(")(-)h^,^„,(,)g;,) 

^ max ( max (f'{xi) + S, M) + max ({s{xi) + S), M) I 
< sup (mux (fix) + S,M) +niax((s(a;) +S),M)) 

ce qui donne le resultat attendu, en faisant tendre S vers et M vers — oo. □ 

Corollaire 5.1.5 (Borne superieure faible). Pour tout K E tel que K D D soit relati- 
vement compact, 

limsup log Hn{K) < sup s 

„^oo |A(n)| 

En particulier, (/i„)n^i verifie un PGD faible. 

Demonstration : II suffit d'appliquer le lemme de Varadhan compact 15. 1.41 a f — 0. □ 

Terminons cette section avec un resultat proche de la borne superieure pour les convexes 
dans le cas oii {^j.a)ai=b est convexe-tendu localement. 

Theoreme 5.1.6. Soit D une partie convexe de X. On suppose que {p-A)AeB ^st a.d.i., 
C.I., parte par D et c.t.l. sur D. Alors, pour tout C E J- convexe contenant un convexe 
B G Co(J^), on a : 

limsup I . . I log/^n(C) ^ inf sup s 

„_^oo |A(n)| =>0(l+e)C 
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Remarque : On sait conclure qu'on a bien (BSc) dans le cas ou s a ses ensembles de 
niveau compacts. 

Demonstration : Soit 7 ^ a{B)/2. On adapte la demonstration du lemme sous-additif 
15.1.11 en appliquant la seconde partie de la proposition 14.1.21 et on obtient, pour tous 

^ log^„(if(7)nC)-^^+p™,„log^ ^ -}—\og^i,,{K{^)f^{l + e)C) 



\k{m)\ ^'^'"' '" ' \K{m)\''^ ' ^ 2 ^ |A(n)| 
Puis, la borne superieure faible donne 

limsup ^ log^„(/'C(7) n (1 + £)C) < sup sup s 

n^oo |A(n)| J^(7)n(l+e)C (H-e)C 



car (1 + e)C = (1 + e)C . Combinant les deux inegalites et prenant le supremum en 
7 ^ a{B)/2, il vient, sachant que firn{K{'y)) 1 lorsque 7 ^> 0^" (cf. I4.2.ip . 

1 , c(m) , a(B) ^ 

■ log (C) - + lim sup p„i,„ log — — ^ sup s 



|A(m)r"™^^ |A(m)| 2 ^ 

Prenant alors la limite superieure en m, puis I'infimum en e > 0, on obtient la borne 
superieure voulue. □ 

5.2 Pression 

On rappelle que la pression de la suite {pn)n^i est definie par : pour tout A G X*, 

p{\) := limsup--^ log /el^(")l<^l^>d/i„(x) 

Theoreme 5.2.1. Si (/iA)AeB est a.d.i. et c.L, on a 

p{\)= lim ^r^log /el^(")'<^l">dM«(^) 

Demonstration : De meme que pour I'entropie, nous allons montrer une inegalite sous- 
additive. Soient m, n G N avec m ^ n. On ecrit 



^logE(exp(|A(n)|(A|mA(„)(CT)))) 



|AH| 



^^logE \e(^ n cxp((A|a(z))) J-s) nexp(|A(m)KA|mA,(a))) 



avec 5*0 = Ai U ■ • • U A^d. Etant donne que A € X*, il existe C G Co tel que C C {x G 
X ; {X\x) ^ —1}- On pent done utiliser, comme pour I'entropie, les propositions 14.1.21 
(avec (3 — ~t{C)) puis l4.1.T] pour obtenir 

-i^logEfel^(")l<^l'^^(")("»') 
\K{n)\ V J 

^ p™,„(loga(C) - ^ + (1 -p„^„)^logE(el^WI<^l-^('")(-))) 

On conclut alors en prenant la limite inferieure en n, puis la limite superieure en m. □ 
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5.3 Pression et entropie 

Theoreme 5.3.1. Pour tout x E X et pour tout A £ X* , on a : 

p{\) - s{x) ^ (A|x) 

Demonstration : Soient x G X et A G X* . Definissons, pour e > 0, le demi-espace 
ouvert (mesurable) 

i/ = {y G X; (A|y) > (A|x) - £} 
L'inegalite de Tchebychev donne 

liminf ^ \ogfi„{H) 
- \A{n)\ 



n— >-oo 



liniinf-l^logAi„(|A(n)|A - |A(n)|(A|a;) + |A(n)|e > O) 
— |A(n)| 



n—^oo 



^ liminf --i-- log / exp(|A(n)|A |A(n)|(A|x) + |A(n)|e)d/Lt„ 



n—¥oo 



|A(n)| 
= p{X) - {X\x} + e 

Etant donne que H est un voisinage mesurable de x, il vient s(x) ^ p(A) — {X\x) +e. Puis, 
passant a I'infimum en e > 0, on obtient 

p{\) - s{x) ^ (A|x) □ 

Dans le cas oil (/iA)AGB est convexe-tendu localement, nous allons montrer que s ~ — p*- 

Lemme 5.3.2. Soit D une partie convexe de X. On suppose que (/iA)AeB est a.d.i., 
C.I., porte par D et c.t.l. sur D. Alors la pression est la fonction convexe- conjuguee de 
I'opposee de I'entropie, i.e. 

VA G X* p{\) = sup {{\\x) + s{x)) 

Demonstration : L'inegalite p ^ (— s)* ne necessite pas la convexe-tension : elle repose 
sur l'inegalite de Tchebychev. II sufht de passer au supremum en a; G A" dans 15.3.11 : 

VA G X* p{\) ^ sup ((A|a;) + s{x)) 
xex 

Montrons I'autre inegalite. Soient A G X* et m, n G N avec m ^ n. Soit C G Co tel que 
C C {x € X ; {X\x) ^ —1}- Soit 7 ^ a{C)/2. On adapte la demonstration du theoreme 
15.2.11 en utilisant la seconde partie de la proposition 14.1.21 et on obtient 

1 log]E/p|A(n)|(A|mA(„)(<T))-| \ 

.{n)\ \ -^mA(„)(<T)e-ft:(7) j 

Puis, le lemme de Varadhan compact 15 . 1 .41 donne 

limsup--f^logE(el^(")l<^l'--(")(^)>U,,„,(,)eK(7)) < sup {{\\x) + s{x)) 



^ |A(n)| 
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Combiiiaiit les deux dernieres inegalites et passant au supremum en 7 ^ q;(C)/2, il vient, 
sachant que iim{K{-^)) — > 1 lorsque 7 — > 0+ fcf. 14.2.1]) et par un argument d'uniforme 
integrabilite, 



1 logE(el^('")l<^l-^<"-)(^)))-^+limsupp„,„ Lg^-t{C) 
[m)\ \ J |A(m)| n^oo V 2 



^ sup(A+s) 

X 



|A( 

Reste alors a prendre la limite en m. □ 

Theoreme 5.3.3. Soit D une partie convexe de X. On suppose que {p-a)agb ^st a.d.i., 
C.I., parte par D et c.t.l. sur D. Alors Ventropie est I'opposee de la fonction convexe- 
conjuguee de la pression, i.e. 

Vx e X s{x) = mi^ (p(A) - (A|a;)) 

Demonstration : En reprenant les notations du lemme 16.3.11 le theoreme precedent 
s'ecrit p — (— s)*. Comme —s est convexe et s.c.i. (cf. la proposition IS . 1 . 3( 1 . done a{X, X*)- 
s.c.i., le lemme IB . 3 . 1 1 donne 

p* = (_s)** = _s □ 
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6 Annexe : les trois fondements de la theorie de Cramer 

Dans cette section, nous rappelons trois resultats generaux sur lesquels reposent la de- 
monstration du cas i.i.d., resultats qui s'etendent au cas asymptotiquement decouple (seul 
le lemme sous-additif doit etre adapte) . 

6.1 Lemme sous-additif 

Le premier resultat de ce type remonte a un article de M. Fekete fFek23j . 
Lemme 6.1.1. Soit (u{n)^^^^ une suite d valeurs dans [0,+oo]. On suppose que 
(SA) u est sous-additive, i.e. 

Vm, n ^ 1 u{m + n) ^ u{m) + u{n) 

Alors, 

liminf^^iuf ^ 

n->C!0 n n^l n 

Demonstration : Par sous-additivite, pour tous d,m^ 1, 

u{dm) ^ u(m) 
dm ^ m 

En faisant tendre d vers cxd, on obtient 

r • f ^(") • f^idm) u{m) 
iim mt ^ lim mt — ; ^ 

n->oo n d^oo dm m 

d'ou le resultat en passant a I'infimum en m ^ 1. □ 
Lemme 6.1.2. Soit [u{n)^ une suite a valeurs dans [0,+oo]. On suppose que 
(SA) u est sous-additive ; 
(C) u est controlee, i.e. il existe N ^ 1 tel que 

Vn ^ N u{n) < +oo 
Alors, la suite (u(n)/n)^^^j^ converge vers 

inf ^ 

n^l n 

Demonstration : Soient n ^ m ^ TV. La division euclidienne de n par m s'ecrit n = 
mq + r avec q ^ I et r € {0, . . . , m — 1} ; ainsi, la sous-additivite permet d'ecrire 

u{n) = u{mq + r) = u(m{q — 1) + m + r) ^ {q — l)u{m) + u{m + r) 

puis 

uin) uim) 1 . 
^ 1 — max u{m + i) 

n m n o^i<m 
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D'ou, comme u est controlee, en faisaiit teiidre n, puis m vers oo, on obtient 

r ^ r • r '"(™) 
lim sup < lim mt 

n-^oo n m-^oo m 

autrement dit la suite (u{ri)/rij converge. D'apres le lemme lB.l-H sa limite est 

inf ^ □ 
n^l n 

6.2 Interversion infimum-supremum 

II est question ici du fameux principle of the largest term de |LPS94| . 

Lemme 6.2.1. Si (ui(7i))^^-|^, [ur{n))^^^ sontr suites a valeurs dans [0,+oo], on 
a I'egalite 

1 1 

lim sup — log Ui (n) = max lim sup — log Ui (n) 

i—l 

Demonstration : De Tencadrement (on rappelle que les suites sont positives) 

r 

max Ui(n) < > uJu) ^ r max Ui(n) 

1=1 

on deduit que 

1 1 
lim sup — log^^ Ui{n) = lim sup — log max Ui{n) 



Puis 



lim sup — log max Ui{n) — lim sup — log max u,j(fc) 



lim max 

n— )-oo l<i<r 



max lim 

l<i<r n^oo 



sup ^ logUi(fc) 
sup i logUi(fc) 



= max lim sup — log Ui (n) 

La troisieme egalite vient du fait facile a verifier que 

max : [—00, +00]'' — > [— cxo, +00] 
est continue. □ 
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6.3 Transformation de Fenchel-Legendre 



Pour une presentation plus large, on renvoie a |Mor67| et |TR70| . La preuve presentee 
ici est reprise de |Cer07[ proposition 12.2.]. Soil {X,t) un espace vectoriel localement 
convexe. Notons X* son dual topologique. Definissons, pour f : X ^ [— c>o,+oo], sa 
transformee de Fenchel-Legendre par 



VA e X* 



r(A) 



sup ((A|x) 

xex 



/(A)) 



La transformee de Fenchel-Legendre de g : X* — > [—00, +00] se definit de fagon analogue. 
Etendons I'addition a [—00, +00] via 



VogM ±oo + a = ±00 

ainsi que la multiplication par un reel via 

Va > a ■ (±00) = ±00 
Va < a ■ (±cxd) ~ =poo 



et — cxD + (+cxd) = —00 



et • (±00) = 



On dit que / : X — > [—00, +00] est convexe si 

y{x,y)eX^ Vae[0,l] f{ax + {l-a)y)^af{x) + {l-a)f{y) 

On notera que la seule fonction convexe prenant la valeur —00 est la fonction constante de 
valeur —00. Les fonctions convexes autres que les deux constantes ±cxd sont habituellement 
denommees fonctions convexes propres. On dit que f : X ^ [—00, +00] est concave si 
— / est convexe. On dit que q : X ^ [— 00, -|-cx)] est affine si q est convexe et concave. 
Les fonctions affines a valeurs dans [—00, +00] sont alors les fonctions af&nes habituelles 
a valeurs dans ] — 00, +00 [ et les deux fonctions constantes ±00. 
Le seul resultat qui nous interesse ici est le suivant : 

Proposition 6.3.1. Soit (X^t) un espace vectoriel localement convexe et f : X ^ 
[—00, +00] . Alors 

r = / 

si et seulement si f est convexe et semi- continue inferieurement relativement a la topologie 
Jaible a{X,X*). 

Remarque : Plus precisement, la transformation de Fenchel-Legendre realise une bijec- 
tion des fonctions convexes cr(X, X*)-s.c.i. sur X sur les fonctions convexes a{X* ,X)-s.c.\. 
sur X* , de sorte que, si / est convexe et a{X,X*)-s.c.\.. sa transformee de Fenchel- 
Legendre /* prend le nom de fonction convexe- conjuguee de /. 

Demonstration : L'implication directe decoule du fait que, pour toute fonction g : 
X* [— oo,+cxd], la fonction g* est convexe et a{X, X*)-s.cA. Montrons la reciproque. 
On remarque que, si A £ X*, (A|-) — /*(A) est la plus grande fonction affine (y compris 
les deux fonctions affines ±00) dirigee par A et inferieure a /. II s'agit done de voir que 
/ est la borne superieure de I'ensemble des fonctions affines continue plus petites que / 
(y compris les deux fonctions affines ±00). Si / = ±00, le resultat est immediat. Sinon, 
/ est une fonction convexe propre. Definissons I'epigraphe de / par epi{f) — {{x,t) G 
X X M; /(x) ^ t}. Le fait que / soit convexe et a{X, X*)-s.c.i. assure que epi{f) est 
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convexe et ferme relativement a r. Soit {x,t) G X xM.\ epi{f). Le theoreme de Hahn- 
Banach dans I'espace localement convexe X x R donne I'existence d'un hyperplan ferme 
separant strictement {x,t) et epi{f). Si cet hyperplan n'est pas vertical, il correspond a 
une fonction affine plus petite que /. Sinon, I'hyperplan est de la forme H xM. on H est 
un hyperplan afSne ferme de X et f{x) = +oc. Soit alors p unc fonction afSne continue 
sur X telle que p{x) > et p{y) = pour tout y & H. Comme / est une fonction convexe 
propre, 11 existe une fonction afEne continue et finie q inferieure a / : en effet, il existe 
X € X tel que f{x) e] — cxd,+oo[ et un hyperplan ferme H separant {x,f{x) — 1) de 
epi{f ) ; cet hyperplan H n'est pas vertical et correspond a une fonction afhne continue 
et finie q inferieure a /. Ainsi, potir tout a > 0, q + ap est toujours une fonction afHne 
continue inferieure a /. II sufHt alors de choisir a tel que q{x) + ap{x) > t. □ 
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7 Complements 



7.1 PGD fort 

II existe des conditions analogues a celles du cas i.i.d. donnant le PGD fort a partir du 
PGD faible. La plus simple est le cas ou il existe un ensemble convexe mesurable K 
d'adherence compacte tel que {p,A)AeM soit porte par . Voici une condition plus faible 
(et classique dans le cas i.i.d.) : 

Theoreme 7.1.1 (PGD fort). Soit (/iA)AGB un s.c.i.t. a.d.i. et c.l. On suppose qu'il 
existe K convexe mesurable relativement compact de X tel que, en notant sa jauge, 

limsup ^^logE ( elA(")|MK(mA(„,(.))A ^ 
„_,oo |A(n)| ^ V / 

alors (/in)ri^i verifie un PGD fort. 

Demonstration : Soit M < et i = p{Mk) — M . L'inegalite de Tchebychev permet 
d'obtenir 

limsup--^log^„(X\ (iX)) ^ limsup— ^log/i„(|A(n)|M;f > |A(n)|t) 



sc: lim sup -1^ log fe-|A(«)l* / elA(«)|A^-dAi„) ^p{Mk) 

n^oo |A(7l)| \ J J 



On en deduit que la suite {p,n)n^i est exponentiellement tendue, ce qui permet de conclure. 
Voici tout de meme la preuve. La borne inferieure pour X\K donne 

sup s ^t 

X\K 

done {x £ X \ s{x) > t^ d K et s est coercive. Soit maintenant A £ F. Soit M < 0. II 
existe K G F relativement compact tel que p{Sx\k) ^ Alors 

p,n{A) =S: flniA nK)+ PniX \ K) 

La borne superieure faible pour A n A' et le lemme 16.2.11 montrent que 

lim sup ^ log (^) ^ max (M, sup s) ^ max (M, sup s) 

n^oo |A(7l)| -jj^ 

On obtient la borne superieure en faisant tendre M vers — oo. □ 
7.2 Cas d'egalite des entropies inferieure et superieure 

En recrivant le corollaire l5.1.21 on a montre que, pour tout x G X, pour tout C £ C^^ et 
pour tout £ £]0, 1[, 

liminf ] log^„(a; + C) > limsup / log Aim (a; + (1 - e)C) 

n^oo |A(n)| m-)-oo |A(m)| 

On donne ici une condition suffisante pour que 

lim lim sup -—-5—- log Aim (a; + (1 - e)C) = limsup , . / . , logAim(a; + C) 

e^0+ m->oo |A(to)| m^oc |A(m)| 
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Proposition 7.2.1. On suppose qu'il exists y € C , (3 (z [0,1[ et ao > tels que, pour 
tout sous-ensemble fini S del/' \ {0} et pour tout D G C{X^), 



Alo 



rs 



P(a(0) ey + p{C~ y)- vseD)^ aoF{as G D) 

log ^,„(x + C) 



lim inf , . ^ , , log ^„ (a; + C) = lim sup 

m— >oo 



ri.->-oo |A(7'i)| m-).oo |A(to)| 

Remarque : La condition qui apparait ici est plus forte que I'hypothese de controle local 
pour V. Elle impose, essentiellement, que la loi de (t(0) donne de la masse a I'ouvert 
convexe C, conditionnellement au reste de la configuration. 
Demonstration : On dcfinit des jauges tronquees de V : pour tout /3 G [0, 1[, 

(/3 V Mv) - P 



Mv,p = 

et on note (pp la fonction convexe My^jsi- 



1-/3 




Mv,l3 > I 



Par un cheminement analogue a celui de la demonstration du lemme sous-additif 15 . f .Tl 
on obtient 
1 



log/i„i(x + (f - e)C) 



|A(n)| 

-i^logp(<^,K(„)(a))<f-^ 



|A(r 

f / / ^ 2e c(m) 



En faisant tendre n vers oo, puis e vers 0"'', et enfin m vers oo, on obtient 

lim lim sup -—-5—- log /i™ (x + (f - e)C) = lim sup , . / . , log iJ,m{x + C) 

m->oo |A(to)| m^oc |A(m)| 

ce qu'on voulait. □ 
La demonstration s'adapte aux limites projectives en considerant I'indice i G J tel que 
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7.3 Proprietes de la pression 

Etendons I'addition a [—00, +00] via 

Va G M ±00 + a = ±00 et — 00 + (+00) = — 00 

ainsi que la multiplication par un reel via 

Va > a - {±00) = ±00 n rj_ \ n 

vj n / I \ et • (±00 = 

Va < a - {±00) = =Foo ^ ' 

On dit que / : X — >■ [—00, +00] est convexe si 

V(a;, y) G Va e [0, 1] f{ax + (1 - a)y) < af{x) + (1 - a)/(y) 

Proposition 7.3.1. La pression est une fonction convexe. 

Demonstration : Pour tout n > 1, I'inegalite de Holder permet de montrer que 

A e X*"" h^. — log / e^^^d^n e [-00, +00] 

est convexe. On conclut en remarquant qu'une limite superieure de fonctions convexes est 
convexe. □ 

Comme dans le cas independant, on montre : 

Proposition 7.3.2. Si ha(i) est convexe-tendue localement, alors la pression est semi- 
continue inferieurement relativement a a{X,X*). 

7.4 Champs controles localement 

Le modele d'Ising (et plus generalement les mesures de Gibbs a espace d'etats borne) est 
a.d.i. avcc 9(1) = 0. On montre par exemple que, pour toute boite A C Z"^ \ {0} et pour 
tout A e J- A, 

P(<7(0) = 1; e ^) > 7n<^{0) = i)P(<TA e A) 
avec ^ 

^= (l + e8^)P(CT(0) = 1) 
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